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概要
k を標数 0の体とする．k 代数 k[x]の自己同型 が余順であるとは，とアフィ
ン自己同型全体で生成される k[x]の自己同型群の部分群が順部分群を含むときにい
う．本論分では，ある指数自己同型の余順性を決定した．
1 序
k を標数 0の体，k[x] = k[x1; : : : ; xn]を k 上の n変数多項式環，Autkk[x]を k 代数
k[x] の自己同型群とする． 2 Autkk[x] は (x1); : : : ; (xn) により一意的に定まるの
で， = ((x1); : : : ; (xn)) 2 k[x]n と表す． 2 Autkk[x]がアフィンであるとは，
 = (x1; : : : ; xn)A+ (a1; : : : ; an)
を満たす A 2 GLn(k)と a1; : : : ; an 2 k が存在するときにいう．特に，Aが単位行列の
とき を平行移動という． 2 Autkk[x]が三角であるとは，
 = (a1x1 + f1; a2x2 + f2; : : : ; anxn + fn)
を満たす a1; a2 : : : ; an 2 k と f1 2 k; f2 2 k[x1]; : : : ; fn 2 k[x1; : : : ; xn 1] が存在する
ときにいう．アフィン自己同型全体の集合 An(k), 三角自己同型全体の集合 BAn(k), 平
行移動全体の集合 Trn(k) はそれぞれ Autkk[x] の部分群である．An(k) [ BAn(k) で
生成される Autkk[x]の部分群 TAn(k)を順部分群という．TAn(k)の元を順自己同型と
いい，Autkk[x] n TAn(k)の元を野生自己同型という．以後，An(k), BAn(k), Trn(k),
TAn(k) をそれぞれ An, BAn, Trn, TAn と書く．n  2のとき，Autkk[x] = TAn が
成り立つかどうかという問題が生ずる．n = 2の場合，Jung [1] と van der Kulk [2] は
この問題に対し肯定的な結果を与えた．永田雅宜 [3] は n = 3のとき，
 (x1) = x1+2(x1x3 x22)x2+(x1x3 x22)2x3;  (x2) = x2+(x1x3 x22)x3;  (x3) = x3
1
で定めた  2 Autkk[x]は野生であると予想した．以下，この自己同型  を永田自己同型
という．2004年，Shestakov-Umirbaev [4, 5] によって，永田自己同型は野生であること
が証明された．n  4のとき，問題は未解決である．
n  3のとき， = (x1; : : : ; xn 1; xn + x21) 2 BAn とおく．1997年に Derksen [6] は
fg [ An で生成される部分群 h;Aniが TAn と等しいことを証明した．これを踏ま
えて，Edo [8]は次の概念を定義した．
定義 1.1 (Edo).  2 Autkk[x]が余順であるとは，h;Ani  TAn が成り立つときに
いう．
n = 2のとき，Autkk[x1; x2]は A2 と BA2 の A2 \BA2 上の融合積と等しい [1, 2]．
この結果から Autkk[x1; x2]の任意の元は余順でないことが従う．
n  3 の場合，自己同型が余順であるかどうか決定するのは一般に難しい．2004 年，
Bodnarchuk [7] は Derksen の結果を一般化し，三角自己同型および双三角自己同型は
非アフィンならば余順であることを証明した．ここで， 2 Autkk[x]が双三角であると
は，ある 1; 2 2 BAn,  2 An が存在し  = 1    2 と書けるときにいう．2013
年，Edo [8] は永田自己同型を含むある種の野生自己同型が余順であることを証明した．
2015年，Edo-Lewis [9] は任意の N  2に対して (  ) N    (  )N が余順でな
い  2 A3 と  2 BA3 の例を構成した．これにより，A3 と TA3 の中間部分群の存在
が判明した．n  4のとき，非アフィンかつ非余順な自己同型の例は見つかっていない．
2017年，Edo-Lewis [10]は次を示した．
定理 1.2 (Edo-Lewis). n  3,  2 Autkk[x]nAnとする．このとき，  1 2 An
を満たす  2 Trn n fidk[x]gが存在するならば は余順である．
次を満たす  2 Autkk[x] nAn 全体の集合を ELn とおく：
ある整数m  1, 0; : : : ; m 1 2 Trn n fidk[x]gが存在し，
1 =   0   1 =2 An;
2 = 1  1   11 =2 An;
...
m 1 = m 2  m 2  m 2 1 =2 An;
m = m 1  m 1  m 1 1 2 An;
が成り立つ．
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 2 Autkk[x] とする． 2 h;Ani が余順であると仮定すると，h;Ani 
h ;Ani  TAn が成り立つので  は余順である．n  3,  2 ELn とすると，定理
1.2より m 1 2 h;Aniは余順である．従って，任意の  2 ELn は余順である．先行
研究で見つかっている余順自己同型は全て ELn の元である [10]．
k線形写像D : k[x]! k[x]で，各 f; g 2 k[x]に対してD(fg) = D(f)g + fD(g)を満
たすものを，k[x]における k導分という．k[x]における k導分全体の集合を Derkk[x]と
おく．任意の D 2 Derkk[x]は，
D = p1
@
@x1
+   + pn @
@xn
　 (p1; : : : ; pn 2 k[x])
の形に表される．従って，D 2 Derkk[x] は D(x1); : : : ; D(xn) によって決定される．
D 2 Derkk[x] が局所冪零導分であるとは，任意の f 2 k[x] に対し，Dl(f) = 0 を
満たす l 2 N が存在するときにいう．k[x] における局所冪零 k 導分全体の集合を
LNDkk[x]とおく．D 2 Derkk[x]が三角導分であるとは，i = 1; : : : ; nに対し，D(xi)が
k[x1; : : : ; xi 1]に属するときにいう．D が三角導分ならば，D 2 LNDkk[x]が成り立つ．
各 D 2 LNDkk[x]に対し，k[x]の自己同型 expDが
(expD)(f) =
1X
i=0
Di(f)
i!
(f 2 k[x])
で定義される．この形の自己同型を指数自己同型という．
D = 2x2
@
@x1
+ x3
@
@x2
; f = x1x3   x22 2 kerD
とおく．変数の順序を x3; x2; x1 と定めれば，D は三角導分になるので D 2 LNDkk[x]
が成り立つ．このとき，exp fD は永田自己同型と等しい．
F = (f1; : : : ; fn 1) 2 k[x]n 1 に対し，ヤコビアン導分 F 2 Derkk[x]を
F (f) = det
@(f1; : : : ; fn 1; f)
@(x1; : : : ; xn)
(f 2 k[x])
で定義する． を永田自己同型，f = x1x3 x22, g =  (x1) = f2x3+2fx2+x1 とおく．
(f;x1) = x1
@
@x2
+ 2x2
@
@x3
は三角導分なので(f;x1) 2 LNDkk[x]である．このとき，(f;g) =  (f;x1)    1 2
LNDkk[x]であり，exp(f;g) =   exp(f;x1)    1 が成り立つ．以下の定理が本論文
の主結果である．
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定理 1.3. exp(f;g) は余順である．さらに，exp(f;g) =2 EL3 が成り立つ．
次の結果も得たが，この定理は定理 1.2の帰結として Edo-Lewis [10]も証明していた．
定理 1.4. n  3, D 2 LNDkk[x], h 2 kerD とする．D(x1); : : : ; D(xn 1) 2
k[x1; : : : ; xn 1]かつ exp hD =2 An ならば，exp hD は余順である．
2 基本的な準備
2.1 次数
f =
P
ai1;:::;inx
i1
1   xinn 2 k[x]に対して f の台を
supp(f) = f(i1; : : : ; in) 2 Nn j ai1;:::;in 6= 0g
で定義する．w 2 Rn n f0g; f 2 k[x]に対して f の w ‐重み付き次数を
degw(f) = max
v2supp(f)
fv wg
で定義する．ただし，() は Rn の標準内積とする．w = (1; : : : ; 1) の場合は一般的な
全次数である．本論文では，deg(1;:::;1) を deg で表し，標準基底 fe1; : : : ; eng に対す
る degei を degi で表す．また，f の deg; deg1; : : : ; degn に関する先頭形式をそれぞれ
LF(f);LF1(f); : : : ;LFn(f) で表す．すなわち，LFi(f) は f に現れる次数が degi(f) で
ある単項式の和とする．
整数 1  i  nに対して，i を Nn の i番目の循環辞書式順序とする．すなわち，標準
基底 fe1; : : : ; engは
ei i ei 1    i e1 i en i    ei+1
で順序付けられる．maxi をこの順序に関する最大値とする．f 2 k[x]の i番目の辞書式
次数を
ldegi = max
i
(supp(f))
で定義する．
例えば，f = x1x2x3 + 2x1x22 + x33 とおくと，
deg(f) = 3; LF(f) = x1x2x3 + 2x1x
2
2 + x
3
3;
deg1(f) = 1; LF1(f) = x1x2x3 + 2x1x
2
2; ldeg1(f) = (1; 1; 1);
deg2(f) = 2; LF2(f) = 2x1x
2
2; ldeg2(f) = (1; 2; 0);
deg3(f) = 3; LF3(f) = x
3
3; ldeg3(f) = (0; 0; 3);
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である．
2.2 導分と指数自己同型の基本的な性質
次の三つの命題は基本的である．
命題 2.1. D;D0 2 LNDkk[x]に対し，DD0 = D0Dが成り立つならば expDexpD0 =
exp(D +D0)が成り立つ．
D 2 LNDkk[x] とする．D  ( D) = ( D)  D であることから，命題 2.1 より
expD  exp( D) = exp(D D) = idk[x] が成り立つ．よって，expD 1 = exp( D)が
成り立つ．
命題 2.2. 任意の D 2 Derkk[x]と  2 Autkk[x]に対し， D   1 2 Derkk[x]であ
る．特に，D 2 LNDkk[x]ならば  D   1 2 LNDkk[x]であり，exp( D   1) =
  expD   1 が成り立つ．
命題 2.3. 任意の P = (p1; : : : ; pn 1) 2 k[x]n 1 と  2 Autkk[x]に対し，
 P   1 = (det(J)) 1((p1);:::;(pn 1))
が成り立つ．ただし，det(J)は  のヤコビアンとする．
指数自己同型のヤコビアンは常に 1であることが知られている．
3 定理 1.4の準備
3.1 導分と指数自己同型
次の命題はよく知られている．
命題 3.1 ([6], p.44).  2 Autkk[x]に対し， =   idk[x] とおく．このとき，が k[x]
の指数自己同型であることと， が局所冪零であることは同値である．さらに， が局所
冪零ならば，
D(f) =
1X
l=1
( 1)l+1 
l(f)
l
(f 2 k[x])
で定義された写像 D : k[x]! k[x]は D 2 LNDkk[x]であり， = expD が成り立つ．
命題 3.1を用いて，次の補題を証明する．
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補題 3.2. D 2 LNDkk[x]に対して次の条件は同値である．
(i) maxfdeg(D(x1)); : : : ; deg(D(xn))g  1が成り立つ．
(ii) expD はアフィン自己同型である．
証明 . (i) ) (ii)を示す．a0; : : : ; an 2 k に対し，f = a0 + a1x1 +    + anxn とおく．
D(f) = a1D(x1) +   + anD(xn)となるので，仮定より，deg(D(f))  1が成り立つ．
従って，i = 1; : : : ; nに対し，deg(expD(xi)) = 1である．よって，(ii)が成り立つ．(ii)
) (i) を示す． = expD   idk[x] とおく．f 2 k[x] は deg(f)  1 を満たすとする．
expD 2 An であることから，deg((f))  1が成り立つ．命題 3.1より，
D(xi) =
1X
l=1
( 1)l+1 
l(xi)
l
(i = 1; : : : ; n)
だから，deg(D(xi))  1である．よって，(i)が成り立つ．
D 2 LNDkk[x]とする．このとき，各 f 2 k[x]に対し，k準同型写像 Df : k[x]! k[x]
を
Df (g) =
1X
i=0
Di(g)
i!
( f)i (g 2 k[x])
で定める．f 2 k[x] が D のスライスであるとは，D(f) = 1 を満たすときにいう．
f 2 k[x]が D のスライスであるとき，写像 Df を Dixmier写像という．次の補題はよく
知られている．
補題 3.3 ([6], p.27). Dを k[x]における局所冪零 k導分とする．D(f) = 1を満たす k[x]
の座標 f が存在するとき，
 1 D   = @
@x1
を満たす  2 Autkk[x]が存在する．
f は座標なので，k[x] = k[f; f2; : : : ; fn]を満たす f2; : : : ; fn 2 k[x]が存在する．補題
3.3の は Dixmier写像を用いて，
 = (f; Df (f2); : : : ; 
D
f (fn))
と表される．
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3.2 1-parabolicと biparabolic
次の定義は三角自己同型，双三角自己同型の一般化である．
定義 3.4.  2 Autkk[x]が 1-parabolicであるとは，
 = (f1(x1; : : : ; xn 1); : : : ; fn 1(x1; : : : ; xn 1); axn + fn(x1; : : : ; xn 1)) (a 2 k)
と表されるときにいう．
定義 3.5.  2 Autkk[x]が biparabolicであるとは，
 = 1    2
を満たす 1-parabolic自己同型 1; 2 と  2 An が存在するときにいう．
定理 3.6 ([11]). アフィン自己同型でない 1-parabolic自己同型，biparabolic自己同型は
余順である．
4 定理 1.4の証明
定理 1.4を証明する．
証明 . D(xn) 2 k[x1; : : : ; xn 1]を示す． = expD   idk[x] とおく．
D(x1); : : : ; D(xn 1) 2 k[x1; : : : ; xn 1]より，
expD(xn) = cxn + q (c 2 k; q 2 k[x1; : : : ; xn 1])
と表される．さらに，D0 を D の k[x1; : : : ; xn 1]への制限とする．指数自己同型のヤコ
ビアンは常に 1であることから
1 = det(J expD) = c  det(J expD0) = c
が成り立つ．(xn) = q 2 k[x1; : : : ; xn 1]なので，D(xn) 2 k[x1; : : : ; xn 1]が成り立つ．
 = exp hD，G = h;Ani とおく．h 2 k[x1; : : : ; xn 1] のとき， はアフィン自
己同型でない 1-parabolic 自己同型なので余順である．従って，degn(h)  1 とする．
f 2 k[x1; : : : ; xn 1]D に対し， f 2 Autkk[x]を
 f = (x1; : : : ; xn 1; xn + f)
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で定義する．このとき，f 2 k[x1; : : : ; xn 1]D, D(x1); : : : ; D(xn) 2 k[x1; : : : ; xn 1] で
あることから  f D    1f = D が成り立つ．さらに，命題 2.2より
 1   f      1f = exp( D)  exp( f  hD    1f )
= exp( D)  exp f (h)( f D    1f )
= exp( D)  exp f (h)D
= exp ( f (h)  h)D ( f (h)  h 2 kerD) (1)
が成り立つ．
h =
mX
i=0
hix
i
n (m  1; hi 2 k[x1; : : : ; xn 1])
とおくと
 f (h)  h =
mX
i=0
hi((xn + f)
i   xin)
=
mX
i=0
hi

i
1

fxi 1n +

i
2

f2xi 2n +   +

i
i  1

f i 1xn + f i

であることから，
degn( f (h)  h) = degn(h)  1
が成り立つ．deg(f)  1 のとき， f 2 An なので， 1   f      1f 2 G である．
deg(f) = 1ならば，deg(LFn(h)) = deg(LFn( f (h)  h))が成り立つ．この  f 2 An
を用いて hの次数を下げる操作（以下，この操作を (1)の操作という）を繰り返すことに
より，exp hD 2 Gとなる h 2 k[x1; : : : ; xn 1]D を得る．exp hD は 1-parabolic自己同
型なので，定理 3.6 より，exp hD =2 An ならば  は余順である．よって，補題 3.2 よ
り，maxfdeg(hD(x1)); : : : ; deg(hD(xn))g  2 が成り立つことを示せばよい．
d = maxfdeg(D(x1)); : : : ; deg(D(xn))gとおき，次の３つの場合に分けて証明する．
(i) d = 0の場合
D = p1
@
@x1
+   + pn @
@xn
　 (p1; : : : ; pn 2 k)
とおく．D 6= 0より，pn = 1と仮定しても一般性を失わない． 2 An を
 = (p1xn   x1; : : : ; pn 1xn   xn 1; xn)
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で定義する．このとき，
 1     = exp 1(h)( 1 D  )
= exp 1(h)
@
@xn
= (x1; : : : ; xn 1; xn +  1(h))
が成り立つ．従って， 1   はアフィン自己同型でない 1-parabolic自己同型
である．よって，d = 0の場合，は余順である．
(ii) d = 1の場合
仮定より deg(h)  1である．D(1) = 0なので， 1 を用いて (1)の操作を繰り返
すことにより，exp ehD 2 G，degn(eh) = 1を満たす eh 2 kerD を得る．ここで，
eh = h0(x1; : : : ; xn 1) + h1(x1; : : : ; xn 1)xn (h1(x1; : : : ; xn 1) 6= 0)
とおく．deg(h1(x1; : : : ; xn 1))  1ならば， 1 を用いて (1)の操作を行う．この
とき，deg(h)  1より，maxfdeg(hD(x1)); : : : ;deg(hD(xn))g  2が成り立つ．
次に eh = h0(x1; : : : ; xn 1) + axn (a 2 k)
の場合を考える．D は局所冪零なので，Dr(x1) 6= 0; Dr+1(x1) = 0を満たす整数
r  0が存在する．d = 1より deg(Dr(x1))  1，Dr(x1) 2 k[x1; : : : ; xn 1]D が
成り立つ．
deg(Dr(x1)) = 1ならば， Dr(x1)を用いて (1)の操作を行う．このとき，deg(h) =
1より，maxfdeg(hD(x1)); : : : ; deg(hD(xn))g = 2が成り立つ．
deg(Dr(x1)) = 0 のとき，deg(Dr 1(x1))  1より，deg(Dr 1(x1)) = 1 が成り
立つ．k は体なので，Dr(x1) = 1 と仮定しても一般性を失わない．Dr 1(x1) 2
k[x1; : : : ; xn 1] なので，k[x1; : : : ; xl 1; Dr 1(x1); xl+1; : : : ; xn] = k[x] を満たす
1  l  n  1が存在する．補題 3.3より，
exp ehD =   (x1 + axn + g(x2; : : : ; xn 1); x2; : : : ; xn)   1
を満たす 1-parabolic 自己同型  2 Autkk[x], g(x2; : : : ; xn 1) 2 k[x2; : : : ; xn 1]
が存在する．
 = (x1; : : : ; xn 1; axn + g(x2; : : : ; xn 1))
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とおくと， 2 BAn である．このとき，
(x1 + axn + g(x2; : : : ; xn 1); x2; : : : ; xn) =   (x1 + xn; x2; : : : ; xn)   1
が成り立つので，exp ehD は biparabolic自己同型である．
maxfdeg(ehD(x1));    ; deg(ehD(xn))g  2より exp ehD =2 An である．よって，
d = 1の場合，は余順である．
(iii) d  2の場合
D(1) = 0なので， 1 を用いて (1)の操作を繰り返す．d  2より，
maxfdeg(hD(x1)); : : : ; deg(hD(xn))g  2 が成り立つ．よって， d  2 の場合，
は余順である．
5 定理 1.3の準備
以下，f = x1x3   x22; g = f2x3 + 2fx2 + x1 とし， = exp(f;g) とする．
D = (x3;f) = 2x2
@
@x1
+ x3
@
@x2
; D0 = (f;x1) = x1
@
@x2
+ 2x2
@
@x3
とおく．このとき，D, D0 は変数の順序を入れ替えればどちらも三角導分であるため
D;D0 2 LNDkk[x] である．p 2 kerD, q 2 kerD0, a; b 2 k に対し，p; 0q; a; b 2
Autkk[x1; x2; x3]を
p = exp pD
0q = exp qD
0
a = (ax1; x2; a
 1x3)
b = (bx1; bx2; bx3)
で定義する．f は永田自己同型であることに注意する．p; q 2 kerDに対して命題 2.1か
ら p  q = p+q,  1p =  p が成り立つ（0 も同様）．また，a; b 2 k に対して定義
から a  b = ab,  1a = a 1 が成り立つ（ も同様）．p; q 2 k ならば補題 3.2 から
p; 
0
q 2 A3 が成り立つ．
補題 5.1.  = f  01   f が成り立つ．
証明 . 命題 2.2より
f  01   f = exp(f (f;x1)   f )
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が成り立つ．また，命題 2.3より
f (f;x1)   f = (det(Jf )) 1(f (f);f (x1))
= (f;g)
が成り立つ．従って， = f  01   f が従う．
補題 5.2. 任意の a 2 k に対し，次の関係式が成り立つ．
(i) f  a2  a = a2  a  f .
(ii) a  01 = 01  a.
(iii) a2  01 = 0a2  a2 .
(iv) a   f =  a2f  a.
(v) a 2   a2f =  a4f  a 2 .
証明 . (i) を示す．a = a2  a = (a3x1; ax2; a 1x3) とおくと，det(Ja) = a3,
a(f) = a
2f である．命題 2.2, 命題 2.3より，
a2  a  f   1a   1a2 = a  f   1a
= exp(a  f(x3;f)   1a )
= exp(a(f)(det(Ja))
 1(a(x3);a(f)))
= exp((a2f)(a 3)(a 1x3;a2f))
= exp f(x3;f)
= f
が成り立つ．よって，f  a2  a = a2  a  f である．(ii)から (v)も同様の計算で
従う．
次の補題が定理 1.3の証明において鍵となる．
補題 5.3. 任意の a 2 k に対し，1 a  0 1  1 a 1  0a = a 2 が成り立つ．
証明 . 1 a; 0 1; 1 a 1 ; 0a; a 2 2 A3 であることから，行列の計算を行うことで等
式を示すことができる．実際
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0@ 1 0 02(1  a) 1 0
(1  a)2 1  a 1
1A0@ 1  1 10 1  2
0 0 1
1A
0@ 1 0 02(1  a 1) 1 0
(1  a 1)2 1  a 1 1
1A0@ 1 a a20 1 2a
0 0 1
1A
=
0@ a 2 0 00 1 0
0 0 a2
1A
であることから等式が成り立つ．
補題 5.4. 1   a4 6= 0を満たす a 2 k に対し，1 a4  (1 a4)f  (1 a4) 1 = f が成
り立つ．
証明 .
1 a4  (1 a4)f  (1 a4) 1
= exp(1 a4  (1  a4)f(x3;f)  (1 a4) 1)
= exp(1 a4((1  a4)f)(det(J1 a4)) 1(1 a4 (x3);1 a4 (f)))
= exp((1  a4)f((1 a4) 1x3;f))
= exp f(x3;f)
= f
6 定理 1.3の証明
6.1 定理 1.3の前半の証明
1  u4 6= 0を満たす u 2 k に対して
1 u4   1  1 u 2  u2  u    u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (2)
を計算する．この自己同型が h;A3iの元であることに注意する．補題 5.1より
(2) = 1 u4  f  0 1   f  1 u 2  u2  u
f  01   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (3)
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が成り立つ．補題 5.2の (i)より
(3) = 1 u4  f  0 1   f  1 u 2
f  u2  u  01   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1
= 1 u4  f  0 1  1 u 2
u2  u  01   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (4)
が成り立つ．補題 5.2の (ii)より
(4) = 1 u4  f  0 1  1 u 2
u2  01  u   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (5)
が成り立つ．補題 5.2の (iii)より
(5) = 1 u4  f  0 1  1 u 2
0u2  u2  u   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (6)
が成り立つ．補題 5.3より
(6) = 1 u4  f  u2 1  u 4
u2  u   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1
= 1 u4  f  u2 1  u 2  u   f  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1 (7)
が成り立つ．補題 5.2の (iv)より
(7) = 1 u4  f  u2 1  u 2   u2f  u  u 1  u2  1 u2  (1 u4) 1
= 1 u4  f  u2 1  u 2   u2f  u2  1 u2  (1 u4) 1 (8)
が成り立つ．補題 5.2の (v)より
(8) = 1 u4  f  u2 1   u4f  u 2  u2  1 u2  (1 u4) 1
= 1 u4  f  u2 1   u4f  1 u2  (1 u4) 1
= 1 u4  (1 u4)f  (1 u4) 1 (9)
が成り立つ．補題 5.4より (9) = f が成り立つ．永田自己同型 f は余順であったこと
から  = exp(f;g) は余順である．
6.2 定理 1.3の後半の証明
 =2 EL3 であることを示すには，任意の整数 s  1, 1; : : : ; s 1 2 Tr3 n fidk[x]g,
i1; : : : ; is 2 Z n f0gに対して i1  1      is 1  s 1  is =2 A3 であることを示せば
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十分である．i(f;g) = f i(f;x1)   f であることに注意して d (d 2 Z n f0g)を計算
する．
x1
 f7 ! x1   2fx2 + f2x3
(f;x1)7 !  2fx1 + 2f2x2
f7 !  2f(x1 + 2fx2 + f2x3) + 2f2(x2 + fx3) =  2fx1   2f2x2
x1
 f7 ! x1   2fx2 + f2x3
(f;x1)7 !  2fx1 + 2f2x2
(f;x1)7 ! 2f2x1
f7 ! 2f2(x1 + fx2 + f2x3) = 2f2g 2 ker(f;g)
x2
 f7 ! x2   fx3
(f;x1)7 ! x1   2fx2
f7 ! (x1 + 2fx2 + f2x3)  2f(x2 + fx3) = x1   f2x3
x2
 f7 ! x2   fx3
(f;x1)7 ! x1   2fx2
(f;x1)7 !  2fx1
f7 !  2f(x1 + fx2 + f2x3) =  2fg 2 ker(f;g)
x3
 f7 ! x3
(f;x1)7 ! 2x2 f7 ! 2x2 + 2fx3
x3
 f7 ! x3
(f;x1)7 ! 2x2
(f;x1)7 ! 2x1
f7 ! 2x1 + 2fx2 + 2f2x3 = 2g 2 ker(f;g)
より，d の成分は
d(x1) = x1   2dfx1   2df2x2 + d2f2x1 + 2d2f3x2 + d2f4x3
d(x2) = dx1 + x2   d2fx1   2d2f2x2   df2x3   d2f3x3
d(x3) = d
2x1 + 2dx2 + x3 + 2d
2fx2 + 2dfx3 + d
2f2x3
である．f 2 ker(f;g) より d(f) = f であることに注意する．(a1; a2; a3) 6= (0; 0; 0) 2
k3 に対し  = (x1 + a1; x2 + a2; x3 + a3)とおく．このとき，
(f) = f + a3x1 + 2a2x2 + a1x3 + a1a3 + a
2
2
が成り立つ．tを新たな変数とし，e; e 2 Autkk[x1; x2; x3; t]を
e = exp t eD  expfD0  exp t eDe = (x1 + a1; x2 + a2; x3 + a3; t+ a3x1 + 2a2x2 + a1x3 + a1a3 + a22)
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で定義する．ただし， eD, fD0 はそれぞれ D, D0 の k[x1; x2; x3; t]への自然な拡張とする．
このとき，d 2 Z n f0gに対して ed の成分は
ed(x1) = x1   2dtx1   2dt2x2 + d2t2x1 + 2d2t3x2 + d2t4x3ed(x2) = dx1 + x2   d2tx1   2d2t2x2   dt2x3   d2t3x3ed(x3) = d2x1 + 2dx2 + x3 + 2d2tx2 + 2dtx3 + d2t2x3ed(t) = t
である． : k[x1; x2; x3; t] 3 p(x1; x2; x3; t) 7! p(x1; x2; x3; f) 2 k[x1; x2; x3] を t に f
を代入する写像とすると次が成り立つ．
命題 6.1. i1  1      is 1  s 1  is(x1) =   ei1  e1      eis 1  es 1  eis(x1)
が成り立つ．
証明 .  2 fi1 ; : : : ; is ; 1; : : : ; s 1gに対して e 2 Autkk[x1; x2; x3; t]を上で定めたも
のとする．  e(xi) =   (xi) (i = 1; 2; 3)かつ   e(t) =   (t)であることから次の
可換図式
k[x1; x2; x3; t]
e    ! k[x1; x2; x3; t]

??y ??y
k[x1; x2; x3]     !

k[x1; x2; x3]
が成り立つ．よって
  ei1  e1      eis 1  es 1  eis(x1)
= i1    e1      eis 1  es 1  eis(x1)
...
= i1  1      is 1  s 1  is  (x1)
= i1  1      is 1  s 1  is(x1)
が成り立つ．
X1 = ed(x1), X2 = ed(x2), X3 = ed(x3), T = ed(t)とおくと次の表が成り立つ．
15
X1 X2 X3 T
deg(1;1;1;0) 1 1 1 0
deg(4;3;2;1) 6 5 4 1
deg(0;0;0;1) 4 3 2 1
ldeg4 (0; 0; 1; 4) (0; 0; 1; 3) (0; 0; 1; 2) (0; 0; 0; 1)
整数m;n  1が n  2m  4を満たすとき
Pm;n = f(i; j; k; l) 2 N4 j i+ j + k  m; 4i+ 3j + 2k + l  n; l  n  2mg
P m;n = fP 2 k[x1; x2; x3; t] j supp(P )  Pm;n; ldeg4(P ) = (0; 0;m; n  2m)g
とおく．例えば d 2 Z n f0gに対して ed(x1) 2 P 1;6 である．
命題 6.2. d 2 Z n f0g とする．このとき，ed  e(P m;n)  P n m;an 2(a 2)m を満たす
a 2 f4; 5; 6gが存在する．
証明 . a = maxfv 2 f1; 2; 3g j av 6= 0g+3で定義する．m0 = n m;n0 = an 2(a 2)m
とおく．P 2 P m;n に対して (i; j; k; l) 2 supp(P )とすると
ed  e(xi1xj2xk3tl)
= ed((x1 + a1)i(x2 + a2)j(x3 + a3)k(t+ a3x1 + 2a2x2 + a1x3 + a22)l)
= (X1 + a1)
i(X2 + a2)
j(X3 + a3)
k(T + a3X1 + 2a2X2 + a1X3 + a
2
2)
l
が成り立つ．従って
deg(1;1;1;0)(
ed  e(xi1xj2xk3tl)) = i+ j + k + l
 m+ (n  2m)
= m0
deg(4;3;2;1)(
ed  e(xi1xj2xk3tl)) = 6i+ 5j + 4k + al
= (4i+ 3j + 2k + l) + 2(i+ j + k) + (a  1)l
 n+ 2m+ (a  1)(n  2m)
= n0
deg(0;0;0;1)(
ed  e(xi1xj2xk3tl)) = 4i+ 3j + 2k + (a  2)l
 n+ (a  3)(n  2m)
= n0   2m0
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が成り立つ．さらに
ldeg4(
ed  e(xi1xj2xk3tl)) = (0; 0; i+ j + k + l; 4i+ 3j + 2k + (a  2)l)
4 (0; 0;m0; n0   2m0)
が成り立つ．i+j+k+l = m0, 4i+3j+2k+(a 2)l = n0 2m0を満たす (i; j; k; l) 2 Pm;n
は 4i+ 3j + 2k + l = n, l = n  2m, i+ j + k + l = n mを満たす．よって，等号が
成立するのは (i; j; k; l) = (0; 0;m; n  2m)の場合である．また
n0   2m0 = n+ (a  3)(n  2m)  4
である．
任意の整数 s  1, 1; : : : ; s 1 2 Tr3 n fidk[x]g, i1; : : : ; is 2 Z n f0g に対して，eis(x1) 2 P 1;6 と命題 6.2より，ei1  e1      eis 1  es 1  eis(x1) 2 P m;n
を満たす整数m;n  1が存在する．
命題 6.3. P 2 P m;n に対し，deg(1;1;1;2)(P ) = deg(1;1;1;2)(xm3 tn 2m) = m+ 2(n  2m)
が成り立つ．
証明 . P 2 P m;n に対し，(i; j; k; l) 2 supp(P )とすると
deg(1;1;1;2)(x
i
1x
j
2x
k
3t
l) = i+ j + k + 2l
 m+ 2(n  2m)
が成り立つ．i + j + k + 2l = m + 2(n   2m) を満たす (i; j; k; l) 2 Pm;n は 4i + 3j +
2k + l  n, l = n   2m, i + j + k = m を満たす．よって，等号が成立するのは
(i; j; k; l) = (0; 0;m; n  2m)の場合である．
deg(xi1x
j
2x
k
3f
l) = deg(1;1;1;2)(x
i
1x
j
2x
k
3t
l) であることに注意すれば，命題 6.3 より，
P 2 P m;n に対して
deg((P )) = deg(1;1;1;2)(P ) = m+ 2(n  2m)  9
が成り立つ．以上のことから，
deg(i1  1      is 1  s 1  is(x1))
= deg(  ei1  e1      eis 1  es 1  eis(x1))
 9
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が成り立つ．従って， =2 EL3 である．
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